


L’errore che si commette calcolando x, mediante la relazione semplificata
d . tge, &:

1
AX = X —Xo = d tg e (1 —

)

cos p — 12 g Sen

|C

orizzontale

Fig.1

Per (, sufficientemente piccolo per cui si possano trascurare i termini di 2°
grado, il che & largamente verificato per le normali distanze di battuta (esempio
d
perd = 64 m. & ¢

— = 0,00001 radianti ~ 2”) si potra scrivere, esprimendo
R
w in radianti:

d o tg® ¢
X = —
1l —p tg e
1
¢ quindi sviluppando in serie il termine , trascurando i termini
1 — g tge
d
in ¢ di ordine superiore, e tenendo presente che ¢y = —
R
d2
A X = = tg’s.
R

Poniamo valori massimi per la distanza e per l'angolo di mancata rettifica,
per esempio:

d = 100 m

= 10° mm
tg e

0,001 = 10 (tale valore provocherebbe un errore alla stadia di ben 100 mm
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ala distanza di 100 m). Sara in mm:

(105 . 10°)
— AX = < 2 . 10*mm.
637 . 10¢

Quindi anche in questo caso limite l'errore commesso calcolando x, con

._ relazione x = d tg ¢ cio¢ trascurando la convergenza delle verticali, & infe-
-ore a 2 milionesimi di millimetro.

Considerando, ora, una battuta semplice — a livella centrata — da una
szazione con centro C; ad una stadia collocata su un picchetto P, (fig. 2), l'esatio

dislivello tra la quota del picchetto e la superficie di livello (sferica) passante
~r G &

APlcl = 1n + r —Xy — Sy = I, — dx tg £ — €y

svendo indicato con en= su — rn lerrore complessivo di sfericita e rifrazione
-s;ativo alla distanza du.

Fig. 2

Analogamente per una successiva battuta ad una stadia posta su picchetto
? eseguita dalla stessa stazione e con livella sempre centrata (o con compen-
-ztore libero) talché si possa considerare costante l'angolo g qualunque sia la
Zirezione di collimazione in avanti o indietro, sara:

Apper =Ly —dp tg e — ey

2 i1 dislivello tra i due picchetti risulta in valore e segno, indipendentemente da
sualsiasi misura di altezze strumentali:

App = Apa —Apa =0y — L) — (dy —dp) tg e — (e — ey
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Se da una seconda stazione con centro in C, si batte con lo stesso livello
e con le condizioni suddette alle stesse stadie o ad una stadia posta successiva-
mente sugli stessi picchetti P, e P,, sara:

Appp = (I — 1) — (dy — dyp) 18 8 — (e — ey).
Dalle due relazioni che forniscono lo stesso dislivello si ricava:

(y —ly — Iy + Ly) — (e — ey — ey + ey)
tge =

dn - d1z - d21 +d22

La lettura corretta y',, da imporre al cannocchiale nella seconda stazione
sulla seconda stadia, affinché l'asse di collimazione risulti orizzontale é&:

Vo=l —Xp =1, —dytge
e sostituendo il valore di tg ¢
Y = B (Hly +lp + L) + (1= B) Ly + B ey —ey —ey + ey)

dy

in cui 8 =
dy — dig— dyy +dy

Nei simboli indicati il primo indice si riferisce sempre al numero della sia-
zione, il secondo indice al numero della stadia (o al numero del picchetto, se si
impiega una sola stadia).

Si osserva che mentre il dislivello Ay 5, € l'angolo e possono essere positivi
o negativi, tutti i termini che intervengono nelle formule di tg ¢ e di y',, cioe
letture alla stadia, distanze ed errcri complessivi di sfericith e rifrazione sono
esclusivamente valori assoluti.

Indicando con m, la correzione finale per sfericita ¢ rifrazione e quindi con
—m, l'errore sistematico che si commette se si trascura detta correzione e con
+ m, lerrore quadratico medio (accidentale) sulla lettura da imporre, derivante
dagli errori accidentali di cui saranno affetie le singole letture alla stadia, si
potra genericamente porre:

»

Yo = ¥Vp =~ mg +m,
in cui Vo = B (1 +ly + L) + 1 —0)1p
m, = B(e; —ep— €y * €y

Dalle relazioni che forniscono langolo di mancata rettifica ¢ e la lettura

IS

corretta y',, risulta che & possibile la loro determinazione soltanto se il deno-
minatore di tg &, che & anche denominatore del coefficente @8, ¢ diverso da zero.

Dev’essere quindi:
dy — dyy— dy + dyy = (dy — dp) — (dyy — dy) = O.

Pertanto non ¢ possibile determinare y,, se le stazioni sono scelte sull'alli-
neamento P, P, ambedue esterne e dalla stessa parte, perché essendo in tale caso

dy —dy = dy — dy, = P, P,

ovvero
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Impiegando i rapporti sopraddetti, il coefficiente che interviene nel calcolo
della y,, si trasforma in

1

Oy — o — ¢ + 1
Errore sistematico

La correzione per lerrore sistematico di sfericitd e rifrazione, calcolata pre-
cedentemente, tenendo presente il valore di § e che

1—XK
gy = —— d;
2R
risulta
oy — o — o + 1
1'1’1s = ¢
o, — o, — gy + 1

Si ¢ indicato con e lerrore di sfericita e rifrazione che corrisponde alla
distanza d, cioé

1-K 1-K
2R 2R

Nella tabella n. 1 sono riportati i valori di e corrispondenti alle varie
distanze, per K = 0,14 ed R = 6370 Km.

TABELLA N. 1
Distanza di Errore di sfericita
battuta e rifrazione
d e
m 10 mm 0,01
20 0,03
30 0,06
40 0,11
50 0,17
60 0,24
70 0,33
80 0,43
90 0,55
100 0,68

Errore accidentale

L'errore accidentale medio m, che compete alla lettura y,, determinata
mediante funzione lineare delle letture alla stadia, dipende dall’arrore acciden-
tale my di ciascuna battuta eseguita alla stadia con livella centrata (o compen-
satore libero) e con stadia verticale.

L’errore m,, di ciascuna battuta deriva da:
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Metodo n. 1
Livellazione da due stazioni esterne

Le due stazioni, come gia osservato, devono essere da parti opposte al tratto
P, P, compreso tra i due picchetti.

Siano scelte le stazioni nell'ordine: S, — P, — P, — S,. Si ha:

: dy, + dy, = d,; + d cond, >d
e quindi
+ oy — o oy = 1 con g, > 1.
Siano, invece, scelte le stazioni nell'ordine S, — P, — P, — S,.
Sara: z
dy +d;, =d + d, con d, < d
e quindi
+ooy— oy ooty =1 con a, < 1.

Pertanto la ultima relazione scritta tra i rapporti resta valida sia per o, > 1
che per a, < 1.

Esprimendo w«, in funzione di ¢, ed o,
e sostituendo tale valore nelle formule generali si ottiene:

1
21— e

Si ha indeterminazione per a, = 1, ossia d,; = d.
Cio si verifica soltanto se i picchetti P, e P, coincidono. Escludendo tale caso
con cui verrebbero a mancare 2 delle 4 letture abbiamo
1 o, % :
Yo = — i (l + —) (—Iu +112+121) + (l - ) lm
2 1— o, I— o

m =¢e(l +a)>e
]/ '11"'“2

(1 — )

Poiché¢ il minimo errore accidentale m, si ottiene per «, ed «, tendenti a zero,
converrd adottare esclusivamente la successione S, - P, - P, - S, con cui & a, < L

B =

Casi particolari.
Metodo n. 1 — a — Chiameremo condizione (a) la posizione ¢, = o, =
Si ottiene: livellazione dall'esterno simmetrica, in cui d,, = d,,.

1
Sara

2(1— a)

o o
) (_111+112+121) + (1 —=—) lm
l—a 1—a
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m,=c¢ (1 + o

m / o (1+ «)
m, = — 1+ —
Vo (I —qf
Esempio: volendo ottenere con la livellazione simmetrica dall’esterno f§ = 0,55
1
2ave essere &« = —. In tal caso
11
1 1
Voo = 2 (—1y+ 1+, 0 + =) + 1,1 — =)
10 10

cclazione che si presta ad un calcolo semplice in campagna, che non richiede
~:3ltiplicazioni.

1
m =e¢e(l+—)=c¢e. 109
11
V14
mazm—=m.0,75<l’l’1.
5
Metodo n. 1 — b — Chiameremo in genere condizione (b) quella che permette
di eliminare nel calcolo della y,, la quarta lettura alla stadia 1,
A tal fine bisogna porre la condizione 1 — = 0, ¢ per il metodo in esame
d
o = ciotd, = —= PP,

Fig.3

Si ottiene allora una particolare doppia livellazione da due stazioni esterne
con distanza tra le stadie pari a meth della distanza di rettifica (fig. 3). Risulta
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Yo = —ly + by + 1y
m, = ¢ 1+ al)
m=mvyl+2a >m

Tale metodo offre il vantaggio di un calcolo particolarmente semplice per
la lettura corretta, analogo a quello per la livellazione dal mezzo e da un estremo,
e che & valido qualunque sia la distanza d,,, cioe la posizione della 1* stazione,
purché esterna e dalla parte opposta di S,.

Per ridurre al minimo l'errore accidentale converrad scegliere la stazione S,
(esterna) prossima il pilt possibile alla 2* stadia.

d
Si fissi per esempio: d = 4m. d, = — = 4m. e quindi PP, = 22m,;
1
1
per a, = — risulta
11

1
m o=e(l +—)=e. 100
11

2
m, =m 1+ — = m. 1,09
11

Metodo n. 1 - ¢ - Chiameremo condizione (c) quella che soddisfa contempora-
neamente alle condizioni (a) e (b).

Ponendo: o, =0, = & ="
si ottiene: livellazione simmetrica e con distanza tra le stadie pari a meta

d
della distanza di rettifica, con 4;; = d,; = — = PP,
2
Voo = —ly + 1 + 1y

m, = e(l + %) = e.150

m

I

a miy2 =m.14>m

Questo metodo & proposto dalla Wild per la rettifica dei propri livelli, per
la semplicita della formula che fornisce la lettura corretta.

Si osserva pert che lo stesso risultato si ottiene con il metodo 1-b pilt gene-
rale; quindi non & necessario che le due stazioni siano simmetriche, anzi per
aumentare la precisione della rettifica & opportuno che la prima stazione sia pros-
sima alla 2° stadia.

Metodo n. 2

Livellazione da due stazioni interne

La posizione delle stazioni pud essere nell’ordine P,—S,—S,—P, oppure
P,—S,—S,—P,
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Nel I° caso

dy + dy =dy + d con d > d
Jioe

+ ooy ooy — oy =1 con a, > 1
Nel 2° caso:

d, + dy, =dy, + d con d, < d
e quindi

+ ooy + oo — ay =1 con a; <1

L'ultima relazione tra i rapporti & percid valida sia per &, >1 che per
= <L

Esprimiamo g, in funzione di @, ed a, e sostituiamo tale valore nelle rela-
Zioni generali. Si ottiene

1

B T 2(—a)

Si osserva che l'errore accidentale m, tende al minimo per a, ed a, tendenti
a zero, pertanto converra adottare esclusivamente la successione P, —S,— S8, —P,
affinché sia o, < 1.

Casi particolari.

Metodo n. 2 - a - Fissando la condizione (a): «, = a, = a, si ottiene la livella-
rone simmetrica dall'interno con d, = d,,.

1
Risulta f=——1-—
2(1—a)
— o . —
w = ¥ 1+ ) (=1, + 112"'121) + (1— ) 1
l—a l—a
m, = e(l+a)
/ o {1+ a)
(l—m)2
Per ottenere con livellazione simmetrica dall'interno 3 = 0,55 deve essere
1
2=
In tal caso:

10 10
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1
m =e(l+—) =-¢.1,09
11

m =m— = m.075<m

Fig. 1

Metodo n. 2 - b - Anche la doppia livellazione dallinterno si pud eseguire utiliz-
zando soltanto tre letture alla stadia. Per eliminare 1, occorre imporre la con-

d
dizione 1—@ = O da cui, in tal caso, o, = ¥4 cloé d, = — (fig. 4). Questa
2

particolare livellazione eseguita prima dal mezzo tra S, e P, e poi da S, in po-
sizione interna a PP, e prossima a P, differisce dal noto metodo della livel-
lazione dal mezzo e dallinterno per il fatto che la prima stazione anziché es-
sere a metd distanza tra P, e P, & posizionata a metad distanza tra S, e P, ed
ha il vantaggio di fornire la lettura corretta con calcolo semplicissimo ed
esatto.

Voo = —ly+ Lp+1y
m, = e(l+ay)

m, = m ‘/_1“—1- 2a0,>m

Sebbene la relazione che fornisce y,, sia valida per qualunque distanza d, e
quindi per qualunque posizione di P, (restando invece obbligata la posizione
di S, a metd distanza tra S, e P,), tuttavia per ridurre l'errore sistematico e
quello accidentale, & opportuno posizionare P, prossimo alla stazione S,; per

d
esempio, per d = 4 m, d, = — = 4 m.
11

Dovra allora essere d, = 22 m ¢ P,P, = 48 m.
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1
Con a, = — risulta
11

1
ms=e(1+—) e.1,09

]/1+——=m.1,09

2todo n. 2 - ¢ - Rispettando contemporaneamente le condizioni (a) e (b) si
:xziene: livellazione simmetrica dai terzi di PP,

Per o, = a, = ¥

d PP,
Sedy, =dy = — =
2
~ Jitiene:
Voo = =y + lp+ 1
m, =e(l+ 1) =e.l150
m, = my2=m.l4>m

M::5do n. 2 - d - Esaminiamo, ora, il metodo della livellazione dal mezzo di P,P,
¢ &2 una stazione interna prossima a P,. Questo metodo talora & stato proposto
2er calcolare l'esatto errore di mancata rettifica x,, tenendo conto delle distanze
=:zressate, talvolta & stato proposto per procedere con successive approssima-
z=eni trascurando lo errore x,,.

d+ d, PP,

Izponendo  dy, = = = d;
2 2
1+ o
K ositiene o, = —— = 0,
2
o,
=1+ >1
1—e
062 o,
=0+ ) (L + 1+ L) — — Iy
1—uo, 1—a,
m, = e (1+ o)
14 o,
m, =m-————
l—a,

E:empio: Per ottenere relazione semplice per il calcolo della lettura corretta
: contemporancamente ridurre gli errori sistematico e accidentale fissiamo
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1 1
o, =— concui f = 14—
11 10

Si ottiene

1 1
=1+ (y +lp+l)— —1,
10 10

1
m, = e(l+—) =e.109
11
6
m =m-—=m.120>m
5

Metodo n. 3

Livellazione con prima stazione interna a P,P, e seconda stazione esterna (dal
lato di P))

La successione delle stazioni sara nell'ordine: S,—P,—S,—P, e quindi:
dy + d, + d, = d con d, +d, <d
ossia
o toy +a, =1 con a, +a, <1
Esprimendo «, in funzione di «, ed «,

e sostituendo tale valore nelle relazioni generali si ottiene:

1
2 (1l—a,—a,)
Si verifica indeterminazione per «, + @, = 1 ossia d12 +d, = d e cioé se la

stazione S; ¢ scelta nel picchetto P,. Ma con cio si r1cadrebbe al limite del
caso delle due stazioni esterne ¢ dalla stessa parte, che & stato escluso a priori.
Escludendo tale condizione, abbiamo

i o+ oy | o + oy
Vo = Y It ———(1y + L+ L) + @ —————) 1, |
B l—a,—a, l1—a,—a, B
oy + oy
m, =e(l+ —) >e¢
l—o,—u,

/ o‘1 + & 2
1 Oy Oy
Casi particolari.

Metodo n. 3 - a - Fissando la condizione (2) cioé &, = &, = g si ottiene: livel-
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Risulta m, = e(l+ a,—2a,2)

m, = m

Sia la lettura corretta che lerrore accidentale sono, quindi, indipendenti
dalla posizione del picchetto P, (purché venga posizionata la stazione S, come
detto prima). Tuttavia per ridurre l'errore sistematico converra scegliere d,,
piccolo.

d
Esempio: per d = 44 m scegliamo d,, = — = 4 m e quindi P,P, = 40 m
1
1
e d, = 18 m. Per a, = —— sara
1
130
m =e——=-c¢e.107
121
m, = m

i —x — 1
—om o= i ”“"* d2 i d édz‘ , d12=d édz '-
- d — -
Fig.5

Metodo n. 3 - c - Affinché siano rispettate contemporaneamente le condizioni

(b) e (a) dev'essere

1—2a,

“1 = (x,z = —
2

da cui

1 d P,P,
o = 8 = — cioédm=d21=—=

3

Si ottiene un metodo molto semplice e pratico che chiameremo dal terzo
interno e dal terzo esterno con le seguenti relazioni
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Yo = —lp+ lp+ly

9
m =e¢—=-¢e.112
8

m, = m

s Ao B 3 -4 - Si consideri, ora, il noto metodo della livellazione dal mezzo
"p.P,) e dallesterno.

-
-

d, = dy = 5 = ”
1—a,
mndi o = 5
Risulta:
Ve = (1 + ) (—1,+ L,+1) — 1,

1—ay 1—a,
m, = e(l+a,)
V14 a2
1—a,

per ottenere § semplice con e, piccolo (e quindi piccoli gli errori) con-

1
LacTR scegliere &y = ——.
} 1
In tale caso:
1 1
Vo = (1 + =) (=1 + 1 + 1) — — 1
10 10
12
m =e — =¢€¢ . 1,0
11
V122
m, = m = m . 110
10

Metodo n. 3 - e - Come caso particolare della livellazione dal mezzo e dal-
izsterno & stato suggerito talvolta di collocare la 2° stazione a distanza da P,
sale che d; = PP,

Si trovera facilmente che fale criterio, sebbene porti ad una relazione sem-
2lice per il calcolo della lettura corretta, ¢ poco opportuno perché aumenta note-
vo.mente l'errore sistematico e, soprattutto, quello accidentale.
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Infatti se nelle formule ricavate per il metodo n. 3 — d poniamo
d

d,, = P,P, = — e ciod &, = /2 si ottiene:
2
Yo = 2 (lp+ Ly +ly) — Iy

m, e (1 + ) = ¢ . 1,50

I

m

a m][5=m-2,24

Metodo n. 4

Livellazione con prima stazione interna a P,P, e seconda stazione esterna (dal
lato di P,)
2

E’ analogo al metodo n. 3, ma con successione nella posizione delle stazioni
diversa e precisamente: P, — S, — P, — S,.

Si osserva che, fissata la distanza di rettifica d, possono scegliersi a piacere
le distanze d,, e d,;, mentre resta obbligata la distanza d,, dalla condizione:

dy =d; + dy + d con d;, e d, arbitrari
ossia
—ty—a + o =1 con o, ed a, arbitrari

E’ quindi opportuno esprimere le relazioni generali in funzione di a; ed ¢
che sono arbitrari; ricavando

o =1+ o + o

e sostituendo tale valore nelle formule generali, si ottiene:

1
B=——
20,
Si verifica indeterminazione per a, = 0, cioé se la stazione S, & scelta nel
picchetto P, (d,; = O), con che si ricade al limite del caso delle due stazioni

esterne e dalla stessa parte, escluso a priori.

Al di fuori di tale particolare condizione, si ha:

1 1
Voo = — (y—1p—1) + (0 + ) L
2 o 2 a
%
m =e(l 4+ a4 +0a +—)>e
%y

14,
1+ — +
20, 202
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Dalla espressione di m, si osserva che per ridurre l'errore accidentale oc-
corre operare con valori di «, grandi.

o,
Esempio: per a; = 1 cioe d, = d risulta m;, = m l/ 34— >my3

Quindi per ottenere valori di m, sensibilmente inferiori a m ' 3 occorre
rebbe scegliere la distanza d,, notevolmente maggiore di d (e, notevolmente
maggiore di 1), con la quale condizione perd aumenta molto Perrore sistema-
tico m,.

Pertanto il metodo in esame, che in sostanza corrisponde al metodo n. 3
con la variante di utilizzare per la rettifica la stadia pilt prossima alla stazione
da cui si esegue la rettifica stessa, come risultava intuitivo, non offre pratica
utilita.

Metodo n. 5

Livellazione con prima stazione esterna a P,P, (dalla parte di P,) e seconda
stazione interna.

La successione nella posizione delle stazioni sara: S, — P, — S, — P,.

Si osserva che fissata la distanza di rettifica d, possono scegliersi a piacere
le distanze d;, e d,;, mentre la d,, & obbligata dalla relazione

d, = d, + dy, + d con d;; e d, arbitrari
ossia:
— 0y + 0, — o, =1 con a, ed «, arbitrari

E’ percid opportuno esprimere ie relazioni generali in funzione di «, ed o,
Ricavando

a =1+ o, + a,

e sostituendo tale valore nelle formule generali, si ottiene

Indeterminazione: per a, = O, cioé¢ se la stazione S, & scelta sul picchetto
P, (dy = 0), caso limite della livellazione da due stazioni esterne ¢ dalla stessa
parte che & stato escluso a priori.

Al di fuori di tale caso particolare, si ottiene:
1 1

Vo = — (y— Lp—ly) + (1 + —) 1
2 o, 2 a,

Gy

m,=¢e (1l + & + & + ) > e

S

%
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] 3 1 4+ o
m, = m 14+ — +
2 2«

Con ragionamento analogo al caso precedente si deduce che per ridurre Ver-
rore accidentale bisognerebbe scegliere una distanza (questa volta d,) notevol-
mente grande rispetto a d, con cid perd aumenta molto l'errore sistematico.

Anche questo metodo non offre pratica utilita.

Metodo n. 6

Livellazione con prima stazione esterna (dalla parte di P,) e seconda stazione
interna.

Differisce dal metodo n. 5

per la diversa successione: P, — S, — P, — S,.
Risulta:
d, =4d,, + d + dg con d,, e d, arbitrari
e quindi:
+ oy — o —a, =1 con &, ed «, arbitrari
Ricavando

o =1+ 0 + &
e sostituendo tale valore nelle relazioni generali, si ottiene

B =1

Non vi & alcuna possibilita di indeterminazione

Yo = Y2 (=L + 1, + L + 1p)

Fig.6

Si osservi che il calcolo della lettura corretta risulta indipendente da qual-
siasi rapporto di distanze

m,=¢e¢ 1+ o+ a + o o)
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m - ————— -
m, = — V— T+ o + o
V2
Metodo n. 6 - a - Con la consueta condizione (a) per cui a, = &, = @
cioe d,, = dy (fig. 6), si ottiene

Vo = 2 (=g + Iy + Iy + 1p)

m =e(l +2a4 0®) =e (1 + o)
L 1—K
Ma poiché¢ a = o, = — ed e = dz, si ha
d 2R
1—K
m, = —— (d + dy)?
2R

Osservando che: d + d, = P, P, risulta anche

1—K 2 _ ¢ PP,

m, = * PP,

“2R

s

Cio¢ la correzione per sfericita e rifrazione nel metodo in esame & uguale
all'errore di sfericitd e rifrazione relativo alla distanza tra i picchetti.

Inoltre

mo=my'%+a

Per ridurre gli errori (sistematico ed accidentale) sard opporiuno scegliere
le stazioni in posizioni prossime alle stadie.

44
Per esempio: d = 4 m, d, = d, = — = 4 m, con che PP, = 48 m.
11
1
Per @ = — (esempio che permette il confronto con gli altri analoghi) si

11

ottiene

112
m =el +—) =e . 119
° 11

1 1
m, = m — + — = m . 0,77
2 11

N

Nota: Con il metodo in esame non & possibile realizzare le condizioni (b) e
(c), perché § & indipendente da o, ed o,
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